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ЧИСЕЛЬНЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФОРМ ВИГИНУ 

ПРУЖНИХ СТЕРЖНІВ ЗНАЧНОЇ ДОВЖИНИ 
 

Анотація. Представлено методику чисельного диференціювання форм вигину стержнів значної 

довжини за допомогою поліноміальних сплайн-функцій, яка разом із використанням методу 

інтегрування за часом використовується для розв’язання задач динаміки коливального руху 

стержнів з урахуванням геометричної нелінійності та інших параметрів. Використовуючи 

описану методику апроксимації з подальшим чисельним диференціюванням, показано залежності 

похідних від довільної форми вигину стержня довжиною 100 м. Для підтвердження достовірності 

розробленої методики наведено результати чисельного диференціювання форм вигину стержнів, 

описаних заданими функціями, і здійснено порівняння чисельних результатів, отриманих з 

використанням запропонованої методики, з результатами аналітичного диференціювання заданих 

функцій. Побудовано залежності значень похідних по x від довжини стержня, а також наведено 

чисельні значення результатів диференціювання. Зроблено висновок, що запропонована методика 

чисельного диференціювання форм вигину стержнів дає змогу здійснювати дослідження динаміки 

руху стержнів, надає практично точний результат диференціювання, забезпечує неперервність 

та гладкість функцій всіх чотирьох похідних від форми вигину і може застосовуватись при 

дослідженні динаміки коливального руху стержнів значної довжини. Реалізація методики 

здійснена у комп’ютерній програмі з графічним інтерфейсом, яка дає змогу в реальному часі 

спостерігати за розвитком процесу коливального руху змодельованої системи шляхом обчислення 

і побудови у вікні програми поточних форм вигину стержнів при коливанні, а також здійснювати 

аналіз напружено-деформованого стану системи. 

 

Ключові слова: апроксимація; чисельне диференціювання; форми вигину; сплайн-функції; 

геометрична нелінійність 

 

Вступ 

При дослідженні динаміки пружних стержневих 

систем, що здійснюють коливальний рух, який 

виникає внаслідок дії різноманітних зовнішніх та 

інерційних періодичних навантажень [2; 7; 8], 

актуальним питанням є вивчення їхніх форм вигину, 

які можуть змінюватись у часі, особливо в задачах, 

які пов’язані зі стержнями значної довжини [4; 5], 

оскільки вигин таких стержнів при коливанні може 

набувати різних і непередбачуваних форм. 

Задачі динаміки пружних стержневих систем 

доцільно розв’язувати моделюванням коливального 

руху циклічним розв’язком системи рівнянь для 

кожної точки механічної системи з метою пошуку 

нових координат положення цих точок в кожний 

наступний момент часу t+t [10]. При цьому саме 

розв’язання рівнянь з метою пошуку наступної 

форми вигину доцільно будувати на використанні 

сплайн-функцій [6], кожна з яких відповідає за певну 

точку пружної лінії стержня та описує положення 

сусідніх. 

Мета статті 

Мета – представити методику чисельного 

диференціювання форм вигину стержнів, що 

описують вигин стержнів значної довжини, за 

допомогою поліноміальних сплайн-функцій, а також 

продемонструвати результати її застосування при 

чисельному диференціюванні форми вигину 

стержня, що описана заданою функцією в порівнянні 

із результатами аналітичного диференціювання цих 

функцій. 

Виклад основного матеріалу 

Постановка задачі 

При коливальному русі стержнів значної 

довжини, а також при дії зовнішніх періодичних 
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навантажень можливі різноманітні форми вигину, які 

змінюються у часі [9]. У таких випадках, при 

дослідженні динаміки коливального руху, доцільним 

є апроксимація у кожний момент часу t лінії поточної 

форми вигину з пошуком функцій, які найбільш 

точно її описують. Одним із таких підходів є 

апроксимація поліноміальною функцією, яка має 

вигляд [1]: 

( ) k
k xaxaxaaxf ++++= ...2

210  , (1) 

де a0, a1, a2, ... ak – невідомі коефіцієнти. 

Для визначення коефіцієнтів a0, a1, a2, ... ak 

виразу (1), в загальному випадку, необхідно, 

використовуючи значення координат x1, x2, x3,... xn, y1, 

y2, y3,... yn для точок 1, 2, 3,…n (рис. 1), розв’язати 

систему рівнянь: 
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при умові, що k < n. 

 
Рисунок 1 – Апроксимація форми вигину 

 

Після розв’язання системи (2) знайдена функція 

(1), що описує форму вигину, диференціюється певну 

кількість разів, після чого отримані похідні 

використовуються у розв’язанні рівнянь 

коливального руху. Однак цим можна обмежитись у 

випадках зі стержнями малої довжини, для яких 

однієї поліноміальної функції 6-го порядку може 

бути достатньо для описання форми вигину. 

Для стержнів значної довжини, наприклад, 

якими моделюються бурильні колони [5], для 

найбільш точного описання форми їхнього вигину 

при коливаннях цього недостатньо, оскільки 

значення коефіцієнтів отриманої функції можуть 

давати значну похибку [3], що є неприпустимим. У 

таких випадках доцільно розглядати лінію вигину як 

сплайн, розбитий на певну кількість сплайн-функцій 

[1; 6]. 

У загальному уявленні кожна сплайн-функція 

відповідає за певну ділянку, а неперервність та 

гладкість сплайну забезпечується умовою рівності 

значень другої похідної сусідніх сплайнів у точках 

перетину сплайн-функцій. При цьому третя та 

четверта похідна може зазнавати розривів у точках 

з’єднання сплайн-функцій [1], що не є припустимим 

для розв’язку рівнянь коливального руху. Сплайн 

має бути таким, щоб функція його четвертої похідної 

була неперервною та гладкою лінією протягом всієї 

довжини стержня. 

Якщо розглянути сплайн в тому представленні, 

коли кожній точці вигнутої лінії відповідає власна 

функція, для якої існує четверта похідна, та її гілки є 

дотичними в сусідніх точках, як мінімум двох з 

одного боку та двох з іншого від поточної, то в такій 

реалізації функція четвертої похідної сплайну буде 

неперервною та гладкою лінією, що є необхідною 

умовою для розв’язання рівнянь коливального руху 

стержнів [9], оскільки функції всіх похідних, що 

входять до складу рівнянь, мають бути неперервними 

і гладкими лініями. 

Кожна така функція шукається апроксимацією 

значень у точках ділянки, що розглядається. Знайдені 

функції диференціюються, а отримані похідні 

використовуються в розв’язанні системи 

диференціальних рівнянь для кожної точки стержня 

окремо з метою обчислення наступної форми вигину 

в момент часу t+t. 

Методика дослідження 

Розглянемо поточну форму вигину стержня 

довжиною l у деякий момент часу t. Для кожної точки 

n стержня (рис. 2) по 5-ти значеннях yn–6, yn–3, yn, 

yn+3, yn+6 для xn–6, xn–3, xn, xn+3, xn+6 в точках n–6,   

n–3, n, n+3, n+6 здійснимо апроксимацію лінії вигину 

поліноміальними функціями 4-го порядку 

( ) 4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaaxf nnnnnn ++++=

. 

 
Рисунок 2 – Апроксимація форми вигину 

для точки n у функцію fn(x) 

 

Для визначення коефіцієнтів an0, an1, an2, an3, 

an4 кожної функції необхідно розв’язати систему  

з 5-ти лінійних рівнянь: 
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Отже, поточна форма вигину після апроксимації 

буде описана масивом з n функцій fn(x), кожна з яких 

відповідає певній точці пружної лінії стержня. 

Оскільки для розв’язання рівнянь коливального 

руху необхідно мати перші чотири похідні, для 

кожної точки необхідно та достатньо мати 

поліноміальну функцію 4-го порядку. для її 

визначення необхідно та достатньо мати значення в 

5-ти точках (рис. 2). 

Реалізація методики та результати 

Використовуючи описану вище методику 

апроксимації з подальшим диференціюванням, для 

стержня завдовжки l=100 м залежності значень 

похідних по x форми вигину стержня від довжини 

будуть мати вигляд, зображений на рис. 3. 

 

 
Рисунок 3 – Форма вигину стержня  

завдовжки l = 100 м та її перші чотири похідні 

 

Для підтвердження достовірності такого 

підходу наведемо результати диференціювання форм 

вигину стержнів, описаних функціями y = sin(x/l) 

(рис. 4) та y = 0.5(1–cos(2x/l)) (рис. 5), при l = 1 м. 

Як видно з графіків на рис. 4, 5 та порівняльних 

даних у табл. 1, 2, для розглянутих функцій значення 

похідних по x, що визначені методом апроксимації 

поліноміальними функціями з подальшим їх 

диференціюванням практично не відрізняються від 

значень похідних, які отримуються внаслідок 

аналітичного диференціювання розглянутих 

функцій. 

 
 

Рисунок 4 – Форма вигину, що задана функцією 

y = sin(x/l), та її перші чотири похідні 

 

 
 

Рисунок 5 – Форма вигину, що задана функцією 

y = 0.5(1–cos(2x/l)), та її перші чотири похідні 
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Таблиця 1 - Апроксимація та чисельне диференціювання функції y = sin(x/l) 

 
 

Таблиця 2 - Апроксимація та чисельне диференціювання функції y = 0.5(1–cos(2x/l)) 

 
 

Для функції y = sin(x/l) різниця між значеннями 

самої функції та результатом апроксимації становить 

0%, різниця між першими, другими похідними від 

вихідної функції та результатом диференціювання 

апроксимованої також становить 0%, різниця між 

третіми похідними становить 0,21%, між четвертими 

– 0,14%. 

Для функції y = 0,5(1–cos(2x/l)) різниця між 

значеннями самої функції та результатом 

апроксимації становить 0%, різниця між першими 

похідними від вихідної функції та результатом 

диференціювання апроксимованої також становить 

0%, різниця між другими похідними становить 

0,001%, між третіми – 0,42%, між четвертими – 

0,28%. 

Висновки 

Запропонована методика чисельного 

диференціювання форм вигину стержнів дає змогу 
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здійснювати дослідження динаміки руху об’єктів, які 

моделюються стержнями значної довжини. Як 

показують продемонстровані в статті результати 

диференціювання, значення похідних, що визначені 

методом апроксимації поліноміальними функціями з 

подальшим їх диференціюванням практично не 

відрізняються від значень похідних, які отримуються 

внаслідок аналітичного диференціювання заданих 

функцій. 

Залежності всіх необхідних похідних від 

довжини є неперервними гладкими лініями. Це 

свідчить про те, що пропонована методика 

чисельного диференціювання надає практично 

точний результат диференціювання, забезпечує 

неперервність та гладкість функцій всіх чотирьох 

похідних від сплайну, що описує форму вигину, і 

може застосовуватись при дослідженні динаміки 

коливального руху стержнів значної довжини. 

 ____________________________________________________________________________________________  
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NUMERICAL DIFFERENTIATION OF BEND FORMS OF THE LONG ELASTIC RODS 

 

Abstract. The technique of numerical differentiation of the bend forms of long elastic rods is presented. This technique is 

based on search for new bend forms of the rod by solving the equations of oscillations with using the time integration method and 

the polynomial spline-functions that are being described the current bend form. In it, the spline-functions are found by current 

bend form approximation where each of the found functions is responsible to certain point of rod elastic line and describes the 

position of nearby points. Using the described approximation technique with subsequent numerical differentiation, the dependences 

of the derivatives on an arbitrary bend form of the rod with a length that is equal to 100 m are shown. To confirm the reliability, 

the results of numerical differentiation of the bend forms of the elastic rods described by given functions are presented and the 

numerical results obtained using the proposed method are compared with the results of analytical differentiation of the original 

functions. The graphs of values derivatives dependence to rod length are drawn and tables with numerical values of differentiation 

results are shown. It is concluded that the considered technique of numerical differentiation of rods bend forms allows to do the 

research of dynamics of rod systems. It gives the exact result of differentiation, provides the continuity and smoothness of all four 

derivatives functions of spline that are being described the bend form with considerable length. Described technique was realized 

in a computer program with graphic user interface. Program allows to monitor for dynamics of the oscillatory motion of the 

modeled system in real-time by calculating and drawing the current band forms of the rotating rod during the oscillation. 

 

Keywords: approximation; numerical differentiation; spline-functions; geometric nonlinea 
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